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RESUMEN.

El trabajo presenta, aplica y explica los fendmenos fisicos,
modelos matematicos y modelos de control sobre un péndulo
invertido montado en una base maévil con dos grados de libertad.

El trabajo muestra las ecuaciones de analiticas de control
utilizando la técnica de variables de estado, con la variante que
la retroalimentacién del control se realiza mediante un sensor
MPU sujeto al extremo final del péndulo.

Asi, mismo se realiz6 la simulacion mediante la
herramienta Arduino-Matlab donde se aprecia el equilibrio y la
estabilidad del péndulo invertido. Se concluye que utilizando un
sensor MPU es eficiente para lograr la estabilidad de la posicion
angular del péndulo.
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ABSTRACT.

The work presents, applies and explains the physical
phenomena, mathematical models and control models on an
inverted pendulum mounted on a mobile base with two degrees
of freedom.

The work shows the analytic equations for control using the state
variables technique, with the variant that the control feedback is
doing by an MPU sensor attach to the final end of the pendulum.

Also, the simulation is carried out using the Arduino-Matlab
tool, where the equilibrium and stability of the inverted
pendulum are appreciated. It is concluded that using an MPU
sensor is efficient to achieve stability of the angular position of
the pendulum.
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1. INTRODUCCION

El péndulo invertido es un sistema mecanico clésico para probar

ideas en la disciplina de control. Tiene la ventaja de ser un
mecanismo sencillo y por otro lado tiene puntos inestables. El

péndulo invertido se utiliza principalmente para comparar
algoritmos de control. [1]

El Pendulo invertido esta montado sobre una plataforma
impulsada por 2 ruedas de traccion y 2 ruedas libres. Este
sistema es estudiado desde los afios 60’s [2] ya que destaca los
sistemas lineales de estabilizacién en un lazo cerrado con un
punto inestable en el lazo abierto, y esto generalmente aparece
cuando el sistema es no lineal [3].

Hay que tener en cuenta que en la actualidad tiene aplicacion en
la industria aeroespacial y en la biotecnologia también se esta
implementando este sistema [4].

Este sistema se compone basicamente de una varilla articulada
en un carro que puede moverse de forma horizontal. El brazo se
mueve libremente y el objetivo es llevar el brazo a posicién de
equilibrio inestable superior moviendo el carro en el plano
horizontal.

Se tomé en cuenta que la aceleracion del brazo no puede ser
controlada directamente, el péndulo invertido es un sistema
subactuado, por esto las técnicas desarrolladas para los robots
manipuladores totalmente actuados no pueden dejar de usar este
sistema [5].

Este articulo presenta una estrategia que presenta los factores
inherentes de caracter no linea en el sistema, al mismo tiempo se
expresa un comportamiento global del movimiento del péndulo,
el cual aporta una solucion al problema de ajuste en el modelo
obtenido, tomando en cuenta el tiempo de respuesta del MPU y
el tiempo de accion del sistema.

2. ESTRUCTURA MECANICA

El carrito este compuesto por un doble chasis de material acrilico
de forma rectangular para 4 ruedas, con una altura de 3.5 cm, 25
cm de largo y 16 cm de ancho, con motores del modelo RB
04M043 y tienen un rango de rango 625 RPM con un torque de
1.1 kg/cm y necesita una corriente de 1.6 A.

En cuanto el tipo se llanta que se utiliza son de goma con un peso
de 50 gr cada una, se seleccioné esta llanta ya que tiene una
buena traccion con gran variedad de superficies como roca, tierra
y asfalto, como muestra la Figura 1.
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Flura 1 carrlto Ardumo

En la parte superior se cre6 una caja para poder montar el
péndulo en el centro del chasis, este tiene medidas de 8 cm de
largo 6 cm de ancho y 4 cm de altura, este dispositivo tiene un
peso de 62 gr el cual est libre en la parte central.

El péndulo se encuentra enroscado en un balero donde el péndulo
tiene una longitud de 26 cm de largo y un peso de 38 gr.

3. INSTRUMENTACION ELECTRONICA.

Los componentes eléctricos que se utilizaron para el sistema
propuesto son los siguientes:

Arduino 1, realiza el control del prototipo propuesto como
muestra la Figura 2.

Figura 2. Arduino uno

Para el control de los motores se utilizard un puente H298N el
cual cuenta con un interfaz de potencia de 7V hasta 46 V y una
corriente maxima de 2A, mientras que su corriente de control es
de 36 mA con una potencia de salida de 25W, en la programacion
el controlador realiza las funciones del movimiento de los
motores dependiendo del movimiento del péndulo como muestra
la Figura 3.
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Figura 3. Puente H298n

El MPUB6050 genera mayor parte la variacion de la velocidad
por unidad de tiempo, el cual nos regula la aceleracion, con este
se realizd mediciones indirectas con respecto el eje y este a su
vez utiliza una combinacion de acelerémetro y giroscopios para
obtener sistemas de 6 grados de libertad, en nuestro sistema sera
suficiente con emplear un sistema de 6 grados de libertad (ver
Figura 4).

El sensor giroscopio va incluido en el MPU 6050 que son
también MEMS, su funcionamiento esta basado en una pequefia
masa que varia su posicion al variar la velocidad angular, el
dispositivo convierte esto en una sefial medible.

Figura 4. MPU 6050
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La conexion electrénica se realiz6 como muestra la Figura 6.

Figura 6 Conexiones de Arduino con todos los componentes
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4. Modelado matematico.

En trabajé realizado se presenta en un plano R2, donde el sistema
mecénico se encuentra en R3, Se considero que nuestro sistema
es inestable y despreciamos la friccion como lo muestra la Figura
7, donde la Tabla 1 especifica el simbolo asignado a cada
variable de la Figura 7.

En nuestro sistema se tiene claro que se pueden tomar diferentes
tipos de variables a considerar, el presente articulo solamente
considera tomar la variable de respuesta del MPU con respecto
la aceleracién que debe tener nuestro sistema, y a su vez la
potencia que deben ejercer los motores, para el equilibrio dado.

El sistema es valido en condiciones donde la superficie sea libre
y a su vez lo més plana posible y sin &ngulos de inclinacién, ya
que esto afectaria nuestro sistema y opondria otro tipo de
resistencias y pardmetros a utilizar. Por otro lado, hay que tener
en cuenta que el péndulo se considera que parte de forma inicial
en un angulo de 90° y de ahi empieza el control de este.

Figura 7. Diagrama de cuerpo libre del carrito

En el modelo tomamos en cuenta tres conceptos primordiales:
El primero es el movimiento del péndulo, donde este genera una
aceleracion en su movimiento.

Por segunda opcién tomamaos en cuenta el torque del motor que
tiene, ya que por diferentes experimentos realizados se concreto
que lo importante es el tipo de torque que se utiliza para poder
tener mayor potencia con un menor motor y asi generar un torque
con mayor fuerza.

Por tercera opcion que se tomd en cuenta fue el sistema
electronico, ya que inicialmente no se habia tomado en cuenta,
donde se analiz6 que dependiendo de la potencia que se tenga es
el movimiento que tendra nuestro sistema.

Para este modelado se tomaron en cuenta los datos de la Tabla 1.
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Tabla 1.

Variable | Simbolo | Unidad
Gravedad G m/s?
Estructura del robot J» Kg = m?
Masa del péndulo m, Kg
Distancia centro de L m
rueda al péndulo
Angulo del péndulo. 0 rad
Direccion del péndulo Xy m.
en X
Direccion del péndulo Y, m.
eny.

Velocidad  angular ¥ rad
péndulo. seg
Direccion del Y, m
péndulo.

Fuerza entre el N, N
péndulo y la rueda en

y.

Fuerza  entre el N, N
péndulo y la rueda en

X.

Aceleracion  angular X, rad
del péndulo. seg?
Ancho del robot A, m
Altura del robot H, m

A continuacion, se da a conocer los parametros que tomaremos
encuentra con respecto el torque de la rueda en la Tabla 2.

Tabla 2

Variable | Simbolo |  Unidad
Inercia de la rueda. Ir Kg *m?
Masa de la rueda. m, Kg
Radio de la rueda. T m
Velocidad angular de 9 rad/seg
la rueda.
Direccion de las X, m
ruedas en X.
Direccion de las Y, m
ruedas Y.
Fuerza normal del N N
suelo sobre las ruedas.
Fuerza de friccion F N
entre el suelo y las
ruedas.
Angulo de la rueda ) rad
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La Tabla 3 expresa los parametros que se tomaron en cuenta
para el circuito eléctrico

Tabla 3.

Variable | Simbolo | Unidad
Resistencia R, Kg * m?
eléctrica nominal.

Constante del K, Kg
motor DC.

Constante EMF de K, m

motor DC.

Motor T Rad
Voltaje del motor %4 v

Principalmente iniciamos con las coordenadas del centro de
gravedad. Donde el péndulo tendra coordenadas (X),Y,) de
modo que:
X, = lsenf 1)
Y, = lcosB 2

Al tener estas ecuaciones iniciales y el modelo inicial obtenemos
la ecuacion (3) y (4) donde actGan en direccion de los ejes Xy Y
donde el resultado es:

N, =m,(X, + L 0Cos® — LO*Send) (3)
Ny =m, (¥, + 8 (4)
Dado que tenemos aceleraciones que no son lineales entonces
obtenemos las derivadas de la ecuacién (1) y (2) para poder
obtener la velocidad y la aceleracién angular donde nos quedan
la ecuacion (5) (6) que son sus ecuaciones en velocidad angular,
mientras la ecuacién (7) y (8) hablan de la velocidad angular:

X, = —LIcosb (5)

Y, = Ldsend (6)

X, = —Ldcost + L9*send (7
Y, = —LIseny — LY2cos? 8

Entonces para encontrar la inercia del robot se ha considerado
que la distribucién del carrito es una masa uniforme el cual la
inercia se calcula con una expresion clasica que es la ecuacién
(9):

1 1 9)

= ﬁmpAr2 + —mpHr2

Jr 3

Para el siguiente sistema analizaremos las fuerzas que actdan
sobre el motor, donde en él se genera una fuerza de torque y hay
diferentes fuerzas que acttian sobre él, como muestra la Figura 8
con respecto el diagrama del motor.
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Figura 8.
Diagrama de movimiento de fuerzas en la rueda.

2

Dado el sistema de fuerzas entonces hacemos la sumatoria de
fuerza por los ejes, tanto eje X como el eje Y, como muestra la
ecuacion (10) y (11):

(10)
(11)

N,=Xm,+F
N, =N —Y,m, — gm,

Para nuestro sistema tenemos coordenadas en X, Y como
muestran las ecuaciones (10) y (11) pero hay que tener en cuenta
que no hay movimiento en las ruedas sobre el eje Y entonces
tomaremos solamente en cuenta la velocidad de las ruedas en el
eje X y en el eje Y se omitira ya que no hay movimiento en este
eje y queda la siguiente ecuacion:

(12)

De la misma manera que con el carrito calculamos la inercia que
genera el motor que la calculamos con la ecuacion (13):

_ 2rsen2d
39

(13)

Por ultimo, se realiza un analisis del sistema eléctrico donde
toma en cuenta la Tabla 3.

Hay que tener en cuenta que se utiliz6 dos motores que son de
corriente continua con el cual proporciona un sistema de voltaje
de entraday usando las leyes de Kirchhoff tendremos la siguiente
ecuacion:

V =R, +K,0 (14)

Y la siguiente ecuacion describe el movimiento del par del gje:

T = K, (15)
Como el eje necesita superar la inercia del motor, asi como el
amortiguamiento y la friccion, en este caso estos dos parametros
los vamos a despreciar para poder usar la ecuacion (15).

Para encontrar K, se realizara con la siguiente ecuacion:
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_ (% = 1,R)60 (16)

¢ 27N,
Entonces la ecuacion que se utilizara en el modelo eléctrico sera:

KV KKG0
™ Rq R,

17)

Entonces la linealizacién del modelo matematico queda de la
siguiente manera;

V)
v
*= e

9
Linealizando el modelo queda de la siguiente forma:
X = Ax + Bu

Y=Cx+ Du
0

(18)
(19)

A=

o oo

a Q © o
QU SO -
SO or O

0
|10
B=p,,

Bl4—

C =

S OO
(=Nl )
o=, OO
== =]
|
o

Donde a, b, ¢, d es lo siguiente:
gl rm}

—12r*m2 + J,(J, + r2(m, + m,))
—2],K.K, — 2LrK,K,m,
—L>r2m2 + J,(J, + r?(m, + m.))R,
gLJ,myR, + Lr*m,(gm, + gm,)R,
—L12r*m2 + J,(J, + r2(m, + m,))R,
2JpK Ky — 2rK K (L + 1)m,, + rm,
—L2r2m2 + J,(J, + r2(m, + m.))R,
2J,K K + 2rK (L + 1)my, + 1M,
—L*r*mg + ], + Tz(mp +m,))R,
2J,K, + 2LrK,m,,
© —L2r2m2 + J,(J, +7r2(m, +m,))R,

(20)

(21)

(22)

(23)

By, =

(24)

(25)

5. Sistema de control.

Los resultados del andlisis matematico se utilizaron como parte
inicial en nuestro sistema de control, donde el sensor MPU,
realizd una serie de pruebas el cual se utilizaron dos variables
(X,Y) donde la X justifica el desplazamiento angular del Pendulo
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invertido y la'Y como una constante, donde es necesario para que
funcione nuestro sistema.

La variable X al ser un parametro fundamental en nuestro
sistema se empled como una constante en las pruebas inicial

dondex = — % y se justifica como el Pendulo en 90°.

Al iniciar el Pendulo de esa manera el sistema empieza con un
setup manual el cual identifica el movimiento de este, tomando
en cuenta que realiza una conversiéon angular de nuestro para
calcular la aceleracion necesaria de los motores.

El programa analisa es que si tiene un movimiento menor a X
entonces la aceleracion se realizara a lado izquierdo para poder
equilibrar nuestra barra de lado contrario si la lectura del MPU
es mayor a X entonces nuestro sistema va a realizar el
movimiento de lado derecho para poder equilibrar nuestro
sistema.

Con esto. los actuadores que son nuestros dos motores reciben la
orden de poder desplazarse hacia el lado derecho o izquierdo
dependiendo del movimiento angular de la barra.

La Figura 9 muestra el algoritmo de control del sistema y
representa el movimiento del péndulo con respecto los
actuadores.

Figura 9
Algoritmo con respecto el movimiento de los actuadores.

Inicic™®l proceso de
sistema de control

Y

D

si
- e no——,
A Y

Maover motores a
izquierda w=-1.48
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6. Resultados
Para realizar la simulacion del prototipo propuesto se toman los
parametros de la Tabla 4.

TABLA 4.- Pardmetros con respecto el péndulo.

Variable Simbolo Valor
numérico

Gravedad g 9.81
Estructura del robot Ip 1.58
Masa del péndulo m, 0.052
Distancia centro de L 0.26
rueda al péndulo

Angulo del péndulo. 0 /3
Ancho del robot A, 0.25
Altura del robot H, 0.035

Con los datos dados anteriormente los resultados en el sistema
son los siguientes:
a= 3.035x10"7 b = —1.3563x1073
c=1.8833 d=1.3633x10"3

A continuacién, se muestra la figura 10 de nuestro sistema y su
movimiento en tiempo real.

Figura 10.
Movimiento y estabilizacion del sistema.

Dados los resultados podemos observar que al inicio tiene una
perturbacion de movimiento y para estabilizar el sistema tarda
un tiempo aproximado de 5 segundos, el cual llega a estar un
momento estable y después vuelve a tener una perturbacion,
como lo muestra la gréfica 1.

7. Conclusion y trabajo futuro.

Este articulo mostro el problema de control no lineal, tomando
como referencia el sistema de Pendulo invertido, donde aparecen
los problemas més notables en los sistemas lineales encontrando
una justificacion de ellos.
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Al final el sistema logr6 poder ser un modelo de estabilizacion
teniendo en cuenta los parametros mencionados el cual deberan
ser prioritarios para que nuestro sistema funcione.

Con los resultados mostrados se puede observar que existe una
correlacion lineal entre el modelo mecanico con el modelo
matematico y el modelo electrénico, el cual es muy interesante
en estos tipos de sistemas ya que, si uno de estos parametros falla
0 no se encuentra en los rangos mencionados en este articulo,
dificilmente podra funcionar el sistema en dicho medio.

Como retroalimentacion final podemos asegurar que las
variables de estado que se mostraron fueron eficientes en el
sistema de control para mantener en equilibrio nuestro péndulo
sin grandes existencias en la sefial de control.

Como trabajo futuro se pretende disefiar una tarjeta de circuito
impreso la cual se pretende que funcione como tarjeta madre
donde podremos colocar todas las conexiones del hardware de
nuestro sistema, con el fin de evitar que existan interferencias
que perturben la respuesta de nuestro sistema. También se
pretende mejorar el sistema utilizando motores que cuenten con
sensores de posicion con el fin de hacer mas preciso en nuestro
sistema.
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